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Motivation

Es gibt bereits Arbeiten zu sequentiell-parallelen Biposets.

Bei diesen gibt es eine assoziative Operation und eine assoziative
und kommutative Operation.

Diese Strukturen nutzt man um nebenlaufige Prozesse zu
modellieren.

Dabei nutzt man die kommutative Operation fiir echt nebenlaufige
Prozesse, deren Ausfiihrungsreihenfolge man vertauschen kann.

Im Paper mochte man aber allgemeinere Resultate vorstellen,
indem man die Kommutativitat streicht und nur iiber assoziative
Operationen redet.



Biposet

> endliches Alphabet.

Ein Biposet ist ein 4-Tupel P = (P, <1, <2, A) mit:
» P ist endliche nichtleere Menge
» <3 und <5 sind irreflexive teilweise Ordnungen auf P
> )\ : P — ¥ ist Beschriftungsfunktion



Operationen auf Biposets

Seien P und @ Biposets.
PoiQ=(PUQ,<PQ P29 XpUAg) fiir i € {1,2} wobei

P _Q o
~PoiQ_ {<j U< wenn j # |

/ <}DU<I-QU(P><Q) wenn j =i



Operationen auf Biposets

Seien P und @ Biposets.

PoiQ=(PUQ,<PQ P29 XpUAg) fiir i € {1,2} wobei

~PoiQ_ <J"-J U <J-Q wenn j # |
! <}DU<I-QU(P><Q) wenn j =i

o7 ist das horizontale Produkt e
o5 ist das vertikale Produkt o



Assoziativitat von e und o
e ist assoziativ:
(PeQ)eR=(PUQ, <@ <PQ XNouXg)eR

(PUQ, <PU<QRUPxQ), <Fu<q XpUlg)eR

(PUQUR, <Pu<QuUPx@Uu<Ru(PuQ)xR),

<FU<QU<E ApUQUAR)
=(PUQUR, <PuU<QuUPxQUu<FUPxR)U(QxR),
<FUu<QuU<k ApUNUAR)
=(PUQUR, <PuU<RUPx(QUR)U<FUQxR),
<FU<QU<E ApUXQUAR)

—Pe(QUR, <QU<RU@xR), <qu<k XoUgr)

—Pe(QUR, <R <R NoUAg)

—Pe(QeR)



SPB(X)

a € ¥ mit l-elementigem Biposet a = ({x}, 0,0, \,) identifiziert.

Dabei ist A\; : {x} — X mit \j(x) =a€X.



SPB(X)

a € ¥ mit l-elementigem Biposet a = ({x}, 0,0, \,) identifiziert.

Dabei ist A\; : {x} — X mit \j(x) =a€X.

SPB(X) ist die kleinste Menge, die diese Biposets enthalt und
unter e und o abgeschlossen ist.



Beispiel

Seien a = ({x},0,0,);) und b= ({y},0,0,\p)

Es gilt:
1. a,b € SPB(X)
2. aeb=({xy}L{(x,¥)},0,\UAp) € SPB(X)
3. a0b=({x,y},0,{(x,y)}, A\a U Xp) € SPB(X)



Beispiel

Seien a = ({x},0,0,);) und b= ({y},0,0,\p)

Es gilt:

1. a,be SPB(Y)

2. aeb=({x,y},{(x,¥)},0,\;UXp) € SPB(X)
3. a0b=({x,y},0,{(x,y)}, A\a U Xp) € SPB(X)
4 b

- (aeb)oa=({xy,z},{(x,¥)} {(x,2), (v, 2)
mit A(x) = X(z) =a, A(y)=0b

) € SPB(X),



Charakterisierung von SPB(X)

Theorem
P € SPB(X), wenn gilt:

(i) Yu,v € P mit u# v 3li € {1,2}, so dass u <; v oder v <; u
(ii) (P,<1) und (P,<2) sind N-frei



Biposets

SPB(X) ist die von X frei erzeugte Algebra mit 2 assoziativen
Operationen.



Biposets

SPB(X) ist die von X frei erzeugte Algebra mit 2 assoziativen
Operationen.

Konsequenz: alle Biposets aus SPB(X) werden bzgl. e und o
eindeutig maximal zerlegt

P = P;e---e P, mit P; horizontal irreduzibel Vi ist eine
eindeutige maximale horizontale Dekomposition von P.

analog fiir o
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Rec

Eine Bisemigruppe B = (B, e, 0) ist eine algebraische Struktur
mit 2 assoziativen binaren Operationen e und o.

L C SPB(X) ist erkennbar, wenn eine endliche Bisemigruppe B
und ein Homomorphismus h : SPB(X) — B existieren, so dass
fir F C B gilt: L= h"1(F).



Rec

Eine Bisemigruppe B = (B, e, 0) ist eine algebraische Struktur
mit 2 assoziativen binaren Operationen e und o.

L C SPB(X) ist erkennbar, wenn eine endliche Bisemigruppe B
und ein Homomorphismus h : SPB(X) — B existieren, so dass

fir F C B gilt: L= h"1(F).

Rec ist die Menge der erkennbaren Biposet-Sprachen.



Rec

Theorem
Rec ist abgeschlossen unter den booleschen Operationen und
inversen Homomorphismen.



Rec

Theorem

Rec ist abgeschlossen unter den booleschen Operationen und
inversen Homomorphismen.

Beweisidee: wie flir formale Sprachen.



Klammerautomaten

Ein (nichtdeterministischer) Klammerautomat ist ein 9-Tupel
S=(S,H,V,2,Q,0,7,1,F) mit:

» S ist endliche Menge von Zustianden mit S=H U V

v

H ist Menge von horizontalen Zustanden

V ist Menge von vertikalen Zustanden

Q = {(k, )k | 1 < k < n} ist endliche Menge von Klammern
JC(HXxIxH)U(V xXxV)istdie
Beschriftungs-Transitionsrelation

YyC(HxQx V)U(V xQx H) ist die
Klammer-Transitionsrelation

I, F C S sind die Initial- bzw. Finalzustande

v vV v Vv

v



Klammerautomaten

Sei P € SPB(X) und seien p,q € S.
[p, P, q]s bedeutet, dass ein Lauf fiir P von p nach g in S existiert.
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» (Base) P=ac X und (p,a,q) €0
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Sei P € SPB(X) und seien p,q € S.
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[p, P, q]s, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt wird:
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Klammerautomaten

Sei P € SPB(X) und seien p,q € S.
[p, P, q]s bedeutet, dass ein Lauf fiir P von p nach g in S existiert.
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Klammerautomaten

Sei P € SPB(X) und seien p,q € S.
[p, P, q]s bedeutet, dass ein Lauf fiir P von p nach g in S existiert.

[p, P, q]s, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt wird:

» (Base) P=ac X und (p,a,q) €0

» (HH) p,ge Hund P=Pye---e P, und 3ry, -+ ,r, € H mit
ro=p,rn=qund [ri_1, P, ri]s

» (VW) p,geVund P=Pyo---0P,und 3rg,--- ,r, € V mit
rn=p,rm=qund [ri_1,P;r]s

» (HV) pge Hund P=Py0---0 P, und
Ik, )k €Q,p',q € Vund (p,(k,P),(d, )k, q) € v, so dass
[P, P,d']ls



Klammerautomaten

Sei P € SPB(X) und seien p,q € S.
[p, P, q]s bedeutet, dass ein Lauf fiir P von p nach g in S existiert.

[p, P, q]s, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt wird:

» (Base) P=a€ X und (p,a,q) €9

» (HH) p,ge Hund P=Pye---e P, und 3ry, -+ ,r, € H mit
ro=p,rn=qund [ri_1, P, ri]s

» (VW) p,geVund P=Pyo---0P,und 3rg,--- ,r, € V mit
ro=p;ra=qund [ri1,Pir]s

» (HV) pge Hund P=Py0---0 P, und
Ik, )k €Q,p',q € Vund (p,(k,P),(d, )k, q) € v, so dass
[P, P,d']ls

» (VH) pge Vund P=P;e---e P, und
Ik )k €Q,p',9' € Hund (p, (x,p'), (4, )k, q) € 7, so dass
[P, P.q']s



Reg

Die Sprache eines Klammerautomaten S ist die Menge
L(S)={PeSPB(X)|Ficl,feF: [iP,fls}.



Reg

Die Sprache eines Klammerautomaten S ist die Menge
L(S)={PeSPB(X)|Ficl,feF: [iP,fls}.

Reg ist die Menge aller Biposet-Sprachen, die durch einen
Klammerautomaten erkannt werden.



Beispiel

hn r*-z:rn h:le Zus*an de

b ver-hkale. Zustdnde ': :

Dieser Automat erkennt die Sprache {ae (bo (ce d))ee}



Reg = Rec

Theorem

Reg = Rec



Reg = Rec

Theorem

Reg = Rec

Reg C Rec, denn sei L regular und S erkenne L

Definiere «~ wie folgt:

PoQ<=Vp,geS: [p,P,qls — [p.Q,q]s



Reg = Rec

Theorem

Reg = Rec

Reg C Rec, denn sei L regular und S erkenne L

Definiere «~ wie folgt:

PoQ<=Vp,geS: [p,P,qls — [p.Q,q]s

klar: « ist eine Aquivalenzrelation



Reg = Rec

Theorem

Reg = Rec

Reg C Rec, denn sei L regular und S erkenne L

Definiere «~ wie folgt:

PoQ<=Vp,geS: [p,P,qls — [p.Q,q]s

klar: « ist eine Aquivalenzrelation

v~ ist sogar eine Kongruenz.



Reg C Rec
Hilfslemma:
(1) p,g € H= ([p,PeR,q]s <= 3Irc H: [p,P,r]s und [r, R, q]s)

(i) p,ge V= ([p,PeR,qls <= 3(i,)k €Qp,r',qd e H:
(pa(kap/) €, [plv P7 r/]57 [rlv Ra q,]S und (qla)k’q) € 7)
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Hilfslemma:
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Reg C Rec
Hilfslemma:
(1) p,g € H= ([p,PeR,q]s <= 3Irc H: [p,P,r]s und [r, R, q]s)

(i) p,ge V= ([p,PeR,qls <= 3(i,)k €Qp,r',qd e H:
(pa(kap/) €, [plv P7 r/]57 [rlv Ra q,]S und (q/>)k’q) € 7)

Nun gilt: P~ Q = Pe R Qe R fir R € SPB(X)

Analog:
PrQ=— ReP-~ReQ

Pr@Q@—=PoR-QoR
PrQ=RoP-RoQ



Reg C Rec

Seien nun P € L und P «~ Q.

Pel

= diel,feF: [i,Pf]s
=-diel,feF: [i,Qf]s
= Qel



Reg C Rec

Seien nun P € L und P «~ Q.

Pel

= diel,feF: [i,Pf]s
=-diel,feF: [i,Qf]s
= Qel

v~ saturiert also L und somit gilt Reg C Rec



Rec C Reg

Rec C Reg, denn sei L erkennbar.

3 endliche Bisemigruppe B = (B, e,0) und Homomorphismus
h: SPB(X) — B und Fg C B mit L = h™1(Fp)



Rec C Reg

Rec C Reg, denn sei L erkennbar.

3 endliche Bisemigruppe B = (B, e,0) und Homomorphismus
h: SPB(X) — B und Fg C B mit L = h™1(Fp)

konstruiere Automaten S = (S, H, V,¥X,Q,6,7, 1, F) mit
L(S) = L.
» H={s"|seB}und V={sV|scB}und S=HUV
» Q={(s,)s | s€ B}
> | = {1M}
» F={f"| fecFg)



Rec C Reg
Nun fehlen noch § und ~:

Vs,te B,aeX:
(s a,th)c 6 = seh(a) =t

(sV,a,tV)cd <= soh(a) =t



Rec C Reg
Nun fehlen noch § und ~:

Vs,te B,aeX:
(s a,th)c 6 = seh(a) =t

(sV,a,tV)cd <= soh(a) =t

Es gilt: sol=s5=se1firalles e B.

= (sH, (5,1\/) €+ und (sv, (s, 1H) €

Vs, t,u € B :
(W), t ey = seu=t
(), tV) ey = sou=t



Rec C Reg

nz.z.: L(S)=1L



Rec C Reg

nz.z.: L(S)=1L
Hilfslemma:
VP € SPB(X) und Vs, t € B gilt:
[sH,P,tH]s <= se h(P) =t

[sY,P, tY]s < so h(P)

t



Rec C Reg

Nun gilt fir P € SPB(X):

h(P) € F

< 1leh(P)=f€cF
— [1H> Pa fH]S

<= S akzeptiert P



Rec C Reg

Nun gilt fir P € SPB(X):

h(P) € F

< 1leh(P)=f€cF
— [1H> Pa fH]S

<= S akzeptiert P

Also gilt: L(S)=h"Y(F)=1L



Rec C Reg

Nun gilt fir P € SPB(X):
h(P) € F

< leh(P)=fcF
— [1H> Pa fH]S

<= S akzeptiert P

Also gilt: L(S)=h"Y(F)=1L

Somit ist Rec C Reg.
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BRat und GRat

Seien Ly, L, C SPB(XY).
Liel,={PeQ|Pcly@c L}

Liol,={PoQ|PeclsQc L}
Lf':{P10-~~oP,,]P,-ELl,n21}
Lf®={Pio---oP,| Pi€L,n>1}



BRat und GRat

BRat ist die kleinste Menge, die die endlichen Sprachen aus
SPB(X) enthélt und unter U, e, o und unter +e und +o
abgeschlossen ist.
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BRat ist die kleinste Menge, die die endlichen Sprachen aus
SPB(X) enthélt und unter U, e, o und unter +e und +o
abgeschlossen ist.
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BRat und GRat

BRat ist die kleinste Menge, die die endlichen Sprachen aus
SPB(X) enthélt und unter U, e, o und unter +e und +o
abgeschlossen ist.

GRat ist die kleinste Menge, die die endlichen Sprachen aus
SPB(X) enthilt und unter U, €, e, o und unter +e und +o
abgeschlossen ist.

klar: BRat C GRat.



nichtuniforme &-Substitution

Seien L; = {a, b} C SPB(X) und
Ly={ao((ec)o&} CSPB(XUY)

L2[L1/€] = {30 (aec)o
o(aec)o

o(bec)o

(e c)os

bec

}



nochmal Rec

Theorem
Die Klasse Rec ist abgeschlossen unter e und o, +e und +o und
unter nichtuniformer £-Substitution.



nochmal Rec

Theorem
Die Klasse Rec ist abgeschlossen unter e und o, +e und +o und
unter nichtuniformer £-Substitution.

Beweis: Aus &-Substitution folgt Abgeschlossenheit beziiglich der
Produkte und der lterationen.



nochmal Rec

Theorem
Die Klasse Rec ist abgeschlossen unter e und o, +e und +o und
unter nichtuniformer £-Substitution.
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Produkte und der lterationen.

Seien £1,& ¢ X
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klar: {&1 &} und &® sind erkennbar
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nochmal Rec

Theorem
Die Klasse Rec ist abgeschlossen unter e und o, +e und +o und
unter nichtuniformer £-Substitution.

Beweis: Aus &-Substitution folgt Abgeschlossenheit beziiglich der
Produkte und der lterationen.

Seien £1,& ¢ X
klar: {£1} und {&} sind erkennbar.
klar: {&1 &} und &® sind erkennbar

Ly oLy = ({& e &} L/G])[L2/E] und LT = &7°[L1/&].

Analog fiir o anstelle von e.



£-Substitution
Beweis: Seien L1 C SPB(X), L, C SPB(X U {¢}) erkennbar durch
51 bzw. 52

Grundidee: in S, alle Transitionen (p,&, q) € 6 fir p,q € Sy durch
Kopie von S; ersetzen.

Sei dazu S der Automat, der Ly[L;1/&] erkennen soll.
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Sei P € Ly:

Wenn [i, P, f]s, mit i € 1 N Hy und f € F; N Hy, dann dupliziere
alle Transitionen dieses Laufs und starte sie in p € S, und beende
siein g € 5.



£-Substitution

Beweis: Seien L1 C SPB(X), L, C SPB(X U {¢}) erkennbar durch
51 bzw. 52

Grundidee: in S, alle Transitionen (p,&, q) € 6 fir p,q € Sy durch
Kopie von S; ersetzen.

Sei dazu S der Automat, der Ly[L;1/&] erkennen soll.

Wenn (i,a,f) € 6; firae X,i € h,f € F, dann fiige (p, a, q) zu
S hinzu.

nur p, g € H betrachtet. p, g € V analog.

Sei P € Ly:

Wenn [i, P, f]s, mit i € 1 N Hy und f € F; N Hy, dann dupliziere
alle Transitionen dieses Laufs und starte sie in p € S, und beende
siein g € 5.

Wenn [i, P, fls, mit i € h N V4 und f € F; N Vi, dann fiige neues
Klammerpaar (., )« ¢ Q1 U Q2 hinzu. Fiige (p, («,i) und (f, ), q)
zu S hinzu.



Probleme bei £-Substitution

Es kann passieren, dass s,t € H; verbunden sind mit f € V4 N
und f € Vi N F.
Sei [s, P, t]sl, dann auch [i, P, f]s,.

(s _-.., T 51 horizontal

N

51 vertikal



Probleme bei £-Substitution

Es kann passieren, dass s,t € H; verbunden sind mit f € V4 N
und f € Vi N F.
Sei [s, P, t]sl, dann auch [i, P, f]s,.

(s _-.., T 51 horizontal

N

51 vertikal

Aber: [p, P, q|s gilt nicht, da "Doppelklammerung” verboten.



Probleme bei £-Substitution

Ausweg: Zustande s und t initial bzw. final in 51 machen.



Probleme bei £-Substitution

Ausweg: Zustande s und t initial bzw. final in 51 machen.
Aber: wenn (s',t') € V2 mit (s, t) verbunden sind und [¢/, P, t]s,
fiir vertikales P, dann ist [i, P, f]s, ungiiltig ( poppelkiammerung’)

C (5) =Z/T:I 251 harizontal

3 /l

./.
\ 7

5l ver"rlkal
||/' .5 —-1-'

= [p, P, q]s darf nicht in S vorkommen.



Probleme bei £-Substitution

durch s, t initial bzw. final ware aber [p, P, q|s.

Ausweg:
Trenne die Klammerpaare, die zu Doppelklammerung fiihren.



Alternationstiefe

— BRat C Rec
nachster Schritt: BRat naher charakterisieren.

Alternationstiefe ad(P) von P € SPB(X) ist:

ad(P)=0,wenn P=acX

ad(P) = max{ad(P1), - ,ad(P,)} +1, wenn P=Pje---
ad(P) = max{ad(P1), - ,ad(Pp)} +1, wenn P =Pyo---

wobei Dekompositionen stets maximal!

o P,
o P,



Alternationstiefe

— BRat C Rec
nachster Schritt: BRat naher charakterisieren.

Alternationstiefe ad(P) von P € SPB(X) ist:

ad(P)=0,wenn P=acX

ad(P) = max{ad(P1), - ,ad(P,)} +1, wenn P=Pje---
ad(P) = max{ad(P1), - ,ad(Pp)} +1, wenn P =Pyo---

wobei Dekompositionen stets maximal!

Alternationstiefe einer Sprache L C SPB(X) ist
ad(L) = sup{ad(P) | P € L}.

o P,
o P,
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Beispiel

P=ae(bo(ced))ee

ad(ced)=1

ad(bo(ced))=2



BD

BD=" ist die Klasse der Sprachen mit ad(L) < n.

BD =, ., BD="

n<oo



Charakterisierung von BRat

Theorem

BRat = Rec N BD



Charakterisierung von BRat

Theorem

BRat = Rec N BD

Beweis: BRat C Rec folgt aus Abgeschlossenheit von Rec.
BRat C BD folgt aus Abgeschlossenheit von BD bzgl.
U,e, 0, +e +o0.

—> BRat C Rec N BD



Rec N BD C BRat

Sei L € Rec N BD.
= 3In > 0 mit L € BD=" und 3 Automat S mit L(S) = L.



Rec N BD C BRat

Sei L € Rec N BD.
= 3In > 0 mit L € BD=" und 3 Automat S mit L(S) = L.

L=l = (P e L|ad(P) < n}

Grundidee: per Induktion zeigen, dass LI € BRat

L™, = (P € SPB(E) | ad(P) < n und [q1. P, g2]s}



Rec N BD C BRat

Sei L € Rec N BD.
= 3In > 0 mit L € BD=" und 3 Automat S mit L(S) = L.

L=l = (P e L|ad(P) < n}

Grundidee: per Induktion zeigen, dass LI € BRat

L= — [P e SPB(X) | ad(P) < n und [q1, P, 2] s}

ql,q

n <n
= Ll = U;e/,feF LE‘,f ]
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={acX|(q1,a,q2) €0} € BRat
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Rec N BD C BRat

L[flf’;Q = {P € SPB(X) | ad(P) < 0 und [qg1, P, go]s}
={aceX|(q1,a,q) €0} € BRat

n—n + 1 . nurqp, qa € H betrachtet. g1, g2 € V analog.

gesucht: birationaler Ausdruck fr Lg?fc';rl]

VvV — LEZ; € BRat fiir alle s;,sp € H oder 51,50 € V

[<

IV = 3 birationaler Ausdruck Eg; s’;] fir jede Sprache L[S?’;l
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HLs, s, sei (klassische) reguldre Sprache fiir (klassischen) Automat
A= (H,0,{s1},{s2}) liber Alphabet H x H.
6 = {(p1, (p1, p2), P2) | (p1,p2) € H x H} "Pfadsprache”

HE;, s, sei rationaler Ausdruck fiir HLg, s, (Kleene)
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Rec N BD C BRat

HLs, s, sei (klassische) reguldre Sprache fiir (klassischen) Automat
A= (H,0,{s1},{s2}) liber Alphabet H x H.
6 = {(p1, (p1, p2), P2) | (p1,p2) € H x H} "Pfadsprache”

HE;, s, sei rationaler Ausdruck fiir HLg, s, (Kleene)

Definiere VL, 5, und VE; o, analog fiir 51,5 € V.
VE; T sei rationaler Ausdruck fir w € VL, s, mit |w| > 2.

51,52

<n+1 <n
— Elo™ = HE, o EES (51, )]V

U VES L ELSD (51, 52)]
(q1,(;p1)5(P2,),92)€Q



HRat und VRat

HRat ist die kleinste Menge, die die endlichen Sprachen aus
SPB(X) enthalt und unter U, e, o und unter +e abgeschlossen ist.



HRat und VRat

HRat ist die kleinste Menge, die die endlichen Sprachen aus
SPB(X) enthalt und unter U, e, o und unter +e abgeschlossen ist.

VRat ist die kleinste Menge, die die endlichen Sprachen aus
SPB(X) enthalt und unter U, e, o und unter +o abgeschlossen ist.



HB und VB

HB ist die Menge der horizontal beschrankten Sprachen.
VL € HB d Konstante K, so dass VP € L die Lange jeder
<p-Kette von P durch K begrenzt ist.



HB und VB

HB ist die Menge der horizontal beschrankten Sprachen.
VL € HB d Konstante K, so dass VP € L die Lange jeder
<p-Kette von P durch K begrenzt ist.

VB ist die Menge der vertikal beschrankten Sprachen.
VP € VB d Konstante K, so dass VP € L die Lange jeder
<,-Kette von P durch K begrenzt ist.



letzte Zusammenhange

Theorem

HRat = Rec N VB und VRat = Rec N\ HB



letzte Zusammenhange

Theorem

HRat = Rec N VB und VRat = Rec N\ HB

Beweis: HRat = Brat " VB = RecN BD N VB = Rec N VB



letzte Zusammenhange

Theorem

HRat = Rec N VB und VRat = Rec N\ HB

Beweis: HRat = Brat " VB = RecN BD N VB = Rec N VB

analog VRat = Brat " HB = Rec N BD N HB = Rec N HB



Ausblick

Alle Resultate,
die in dem Paper gemacht wurden, kann man auch fiir n > 2 zeigen.

Es ist fur L € Rec entscheidbar, ob L € BRat oder L € HRat oder
L € VRat.

Rec = MSO.



Vielen Dank fur lhre Aufmerksamkeit.
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Dieser Automat erkennt alle Bool-Formeln, die zu 1 ausgewertet
werden. (ohne Gewahr)
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