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grundlegende Definitionen

Ein Semiring S ist ein 5-Tupel (K, ®, ®, 0k, 1x) mit folgenden
Eigenschaften:

» (K,®,0k) ist ein kommutatives Monoid mit neutralem
Element Ok

> (K,®,1k) ist ein Monoid mit neutralem Element 1k
> Q ist links- und rechtsdistributiv tiber &

> Vke Kgilt: k@0 =0k Q k=0g

> 1k # 0k



Beispiel fur Semiringe

M = (NU {+oc}, min, 4+, +00,0) «—— tropischer Semiring
Z = (Z U {400}, min,+, 400, 0) «—— tropisch Z
N = (NU {—o0}, max, +, —00,0) «—— arktischer Semiring

B = ({0,1},V,A,0,1) «— boolescher Semiring



grundlegende Definitionen

Sei A ein beliebiges Alphabet und S ein beliebiger Semiring. Dann
ist ein gewichteter Automat A ein 4-Tupel (Q, A, i, §) mit:

» Q ist (endliche) Menge (von Zusténden)

» A Q — S (Eintrittskosten in den Automat)
> QXAXQ—S (Kosten der Transitionen)
»5:Q— S (Austrittskosten aus dem Automat)

Das Verhalten von A ist definiert als

(Alw) = @ A ® u(w); ® 4

ijER



Beispiel fir gewichtete Automaten
Dieser gewichtete Automat erkennt |w|, fiir w € {a, b}* liber dem
tropischen Semiring M = (N'U {400}, min, +, +00,0)




grundlegende Definitionen

Sei S ein Semiring, A ein Alphabet.

Mit SRat(A) bezeichnet man die Menge

{K: A* — S | K rational}

Mit SRec(A) bezeichnet man die Menge

{K: A" — S | K erkennbar}

Schiitzenberger hat 1961 gezeigt, dass

SRat(A) = SRec(A)



grundlegende Definitionen

Das Hadamard-Produkt zweier Potenzreihen P, @ ist

(PO Qlw) = (Plw) ® (Qlw)
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1900 gab es eine Konferenz, in der David Hilbert 23
mathematische Probleme formulierte, die es zu losen gilt.



Das 10. Hilbertsche Problem und das Resultat von Adler

1900 gab es eine Konferenz, in der David Hilbert 23
mathematische Probleme formulierte, die es zu losen gilt.

Im Beweis ist das 10te Hilbertsche Problem essentiell.
1970 hat Yuri Matijassewitsch bewiesen, dass dieses Problem im
Allgemeinen unentscheidbar ist.
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Kann man entscheiden, ob eine beliebige diophantische Gleichung
|osbar ist?



Das 10. Hilbertsche Problem und das Resultat von Adler

Das 10te Hilbertsche Problem lautet:

Kann man entscheiden, ob eine beliebige diophantische Gleichung
|osbar ist?

Eine diophantische Gleichung ist ein Polynom der Form
f(x1,...,xn) = 0 mit Koeffizienten in Z und bei dem nur Lésungen
in Z von Interesse sind.
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Das 10. Hilbertsche Problem und das Resultat von Adler

Resultat von Adler:
Jede diophantische Gleichung ist aquivalent
zu einem homogenen Polynom 4. Grades der Form P(xi, ..., x,) = 1.

Ein homogenes Polynom 4. Grades ist ein Polynom, in dem die
Summe der Potenzen der Unbestimmten (fiir ein Monom) jeweils
genau 4 ergeben.

Beispiel: ufuzu:; + 3u1u§U4 4+ 2uupuzug =1
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Es ist auch nicht entscheidbar, ob P(xi,...,x,) = 1 eine Losung in
positiven natirlichen Zahlen (ohne 0) besitzt.



Das 10. Hilbertsche Problem und das Resultat von Adler

Es ist auch nicht entscheidbar, ob P(xi,...,x,) = 1 eine Losung in
positiven natirlichen Zahlen (ohne 0) besitzt.

Beweisidee:

Jedes z € 7 lasst sich darstellen als z = x — y mit x,y € N. Denn
firz>0setzex=z4+ 1Ay =1, fiir z <0 setze
x=1ANy=|z]+1
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aquivalente Entscheidbarkeitsprobleme

Folgende 3 Entscheidbarkeitsprobleme sind aquivalent:

Sei S =Z (= (Z U {400}, min,+,400,0)) oder S = M
((NU {+o0}, min, 4+, +00,0)) und A ein Alphabet.

Seien P, Q € SRat(A)
Ist P=Q7? (Eq)
st P<Q? (Ineq)

Jw € A* mit (Plw) < (Qlw) ? (Locallneq)
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Beweisidee:

Ineq=—= Eq,da P=Q<+<=P<QAQR<LP



aquivalente Entscheidbarkeitsprobleme

Beweisidee:
Ineq=—= Eq,da P=Q<+<=P<QAQR<LP

Eq=— Ineq, da P< Q<= P=P® Q =min(P, Q)



aquivalente Entscheidbarkeitsprobleme

Beweisidee:
Ineq=—= Eq,da P=Q<+<=P<QAQR<LP
Eq=— Ineq, da P< Q<= P=P® Q =min(P, Q)

Locallneq = Ineq, diesen Beweis lasse ich aus Zeitgrinden weg.
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aquivalente Entscheidbarkeitsprobleme

Ineq = Locallneq, denn man kann entscheiden, ob
I ={w e A" | (Q|w) = +oo} leer ist oder nicht.

Ist | # (0, dann erfillt jedes w € | Locallneq.
Ist | = (), dann gilt:

Locallneq <= —(Yw € A*: (P|w) > (Q|w))
<— -(Vw e A*: (Plw) > (Q|w) +1)



aquivalente Entscheidbarkeitsprobleme

Ineq = Locallneq, denn man kann entscheiden, ob
I ={w e A" | (Q|w) = +oo} leer ist oder nicht.

Ist | # (0, dann erfillt jedes w € | Locallneq.

Ist I = (), dann gilt:

Locallneq <= —=(Vw € A*: (P|w) > (Q|w))
— (Yw e A*: (Plw) > (Qlw) + 1)
= -(P>Q®1)



aquivalente Entscheidbarkeitsprobleme

Im weiteren Beweis zeigen wir nur die Unentscheidbarkeit von
Locallneq tiber dem Semiring tropisch Z.

Aber aufgrund der oberen Aussagen werden wir die
Unentscheidbarkeit von Eq tber tropisch Z damit auch zeigen.
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HD durch Potenzreihen kodieren



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Die Entscheidbarkeit des Gleichheitsproblems auf einem beliebigen
Semiring S liber einem k-buchstabigen Alphabet Ay ist aquivalent
zur Entscheidbarkeit desselben Problems liber einem
I-buchstabigen Alphabet A;. (mit k,/ > 2)



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Die Entscheidbarkeit des Gleichheitsproblems auf einem beliebigen
Semiring S liber einem k-buchstabigen Alphabet Ay ist aquivalent
zur Entscheidbarkeit desselben Problems liber einem
I-buchstabigen Alphabet A;. (mit k,/ > 2)

Beweisidee:

a,beA mita#b

o sei der Monoidhomomorphismus von A} nach A} mit
a(a,-) =a'b VYaj € Ay = {al, ...,ak}

Entscheidbarkeit, ob E, F € § << A, >> gleich sind, ist somit
aquivalent zur Entscheidbarkeit, ob o(E),0(F) € S << A; >>
gleich sind.



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z
Umwandlung eines Polynoms der Form P(xi,...,x,) = 1 in ein
System der Form
o ) 0 00 -
V(i k, 1) € V gilt X\ = x,(f)

4 - [Lp] x [Lp] x [1’4] x [1’4]



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Umwandlung eines Polynoms der Form P(xi,...,x,) = 1 in ein
System der Form

i=1 Pi X](_) ()X?(,)XZE)
V(I.,_j’ k; /) S Vgl't Xl(() :XIU)

4 - [1ap] x [1ap] x [1’4] x [1’4]

Umbenennung der Variablen:

() _ (i)

(i Vi e [1,p] gilt y;

ok 1) eV gilt x) = ,-
oy ko) 8 Xk % Vi e [1,p] gilt ()—yl()

)

{V(’ e 0 ) VYiellp]sgit = (') X

()

Y2



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Umwandlung des letzten Systems in eine Gleichung:

> ? 1 3 [ A ]S A
i=1 i=1 1

S SITURPUPU Sy KU
i=1 (id,k,)EV




Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Umwandlung des letzten Systems in eine Gleichung:

> ? 1 3 [ A ]S A
i=1 i=1 1

SO A - -] o
i=1 (id,k,)EV

Diese Gleichung wird mit HD bezeichnet.



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Fur die folgenden Folien gilt stets:

» e {—1,+1}
» A= {a,b,c,d} sei ein 4-buchstabiges Alphabet
» L= (abtc)t



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

€en ,wennw =ab™c...ab"c e L

(Varl{o)w) = {0 wenn w ¢ L

Varl(e) = (S1© L) & ({a, b, c}* — L)

[l all
b, eps b0
el



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

(VarA(e)|w) = €lwla=¢€k ,wennw=abMc...abce L
0 ,wennw ¢ L

VarA(e) = (Sa(e) © L) ® ({a, b, c}” — L)

0 .~ D

O

a, s
b.0
el




Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

_ ko _ .
(VarB(e)|w) = €lwlp =€ (D=1 n) ,wennw=abMc..ab™celL
0 ,wenn w ¢ L
VarB() = (Su(6) © 1) @ ({a,b.c}" = 1)

0~ 0

)

a.ll
b, eps
o[




Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

,wenn w = 3" € at

(VarY(a)|w) = {g 5

, wenn w ¢ a*
VarY () = (Sa(e) @ a*) @ ({a, b, c}* — a™)
Y
O
a, apha

b0
(il

I I




Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

min(en;)ieqik] - wenn w = ab™c...ab"c € L

(MinMax(c) ) = {0 wenn w ¢ L

MinMax(e) = (Sc© L) ® ({a, b,c}* — L)

Uﬂa.ﬂ 35 e[l ;inz

all b, eps a, [l
b.0 b.0
e, 0 el




Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Nun fiihrt man die rationale Sprache C ein:

C = ((ab*c)Td(abtc)Td(abTc)Tdatd)P =
ﬁ((ab+c)+d(ab+c)+d(ab+c)+da+d)
i=1



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Nun fiihrt man die rationale Sprache C ein:
C = ((abTc)"d(abTc) d(abc)TdaTd)P =
p
[[((ab*c)*d(ab" c)"d(abTc)"dat d)

i=1
Man kodiert ein Wort w € C durch

w = i (n(1,1))dwf (n(1,2)) el (n(1,3))da*s d -

(p)
- (n(p,1))dwl) (n(p,2))dw (n(p, 3))da"" d




Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Nun fiihrt man die rationale Sprache C ein:
C = ((abTc)"d(abTc) d(abc)TdaTd)P =
p
[[((ab*c)*d(ab" c)"d(abTc)"dat d)

i=1
Man kodiert ein Wort w € C durch

w = i (n(1,1))dwf (n(1,2)) el (n(1,3))da*s d -

(p)
- (n(p,1))dwl) (n(p,2))dw (n(p, 3))da"" d

wobei fiir i € [1, p], j € {1, 2,3} gilt:
w}')(n(i,j)) = ab"cap(i)2c . ap"(idec




Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Die Elemente aus C, die uns wirklich interessieren (wie man spater
noch sieht), werden folgendermassen kodiert:

w(xy) = (abXl C)X2 d(abX3 C)X4 (aby1 )y2(l)day§1)d...

(abxil c) d(abX c)X4 d(aby1 c)y2 'da” d



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Die Elemente aus C, die uns wirklich interessieren (wie man spater
noch sieht), werden folgendermassen kodiert:

wixy) = (ab Y d(ab ) d(ab e das d -

N (abx§p) C)Xz(p)d(ab)%(p) C)X‘Ep)d(abyfp) C)y2(P) day-’(’p)d

Dabei ist xy der Vektor

(X](_)7X2()7X§)5X§.)7y{)7y2( )).yé ))I lp (N_{O})7P



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Mithilfe von Varl(—1) definiert man
—n(i,3)1 ,wennw=weC

(SumP{}|w) = {0

, wenn w ¢ C

Mithilfe von VarB(1) definiert man
]wg')(n(i, ) . wennw=weC

(SumP3l) = {0 e

, wenn w ¢ C



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

SumPii) = SumPfg ® SumPig ist nun ebenfalls rational.
Es gilt:

(sumpjy — L1720 D)o = (0.3 wenn w —w & €
1 0 , wenn w ¢ C



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Auf dieselbe Art, aber mithilfe von VarB(—1) und Varl(1)
definiert man

(SumN ) — { 1 (0 )lo+ 00,31 wemn w = € €
! 0 , wenn w ¢ C



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Nun erhalt man

5um§i) = 5umN§i) ® 5umP¥) = min(Sumei), Sum’D{i))

(Sum) {" @i (n(i, 1)ls = n(i, 3], wenn w =w € C
0

, wenn w ¢ C



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Nun bildet man das Hadamard-Produkt iiber alle j € {1,..., p}:
Sum; = Sumgl) ®...0 Sumgp)

und man erhalt die rationale Reihe

{—25’_1\ 1w (n(i, 1)) — n(i,3)1] , wenn w=w € C
0

S =
(Sumij) , wenn w ¢ C



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Nun erhalt man analog mittels VarA(e), VarB(e) und VarY(«):

(5um2|w):{_ 2ol w3 (0. 2) b — 187 (n(i. 3] wenn w € C
0

, wenn w ¢ C
und

=3P 118 (n(i,3))s — )| wennw =w € C

(Sumz|lw) = {0 = —

, wenn w ¢ C



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

(Sumg|w) = {_ (i kY |X;$I) - X,(J)| ,wennw=w € C
0

, wenn w ¢ C

Dabei ist

X = (k. 1, X = (o (n(k, 1)),

X(3) (k 2)1 , X(4 |W£k)(M)|a



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Mithilfe von VarY(a) kann man nun auf analoge Weise Sums
konstruieren:

_Zle ‘piY3(i) -1 ,wemmw=weC

S _
(Sums|) {0 , wenn w ¢ C



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Zum Schluss folgt nun noch Sume mithilfe von MinMax(e):

(5um6,w):{§¢’:1 2y (mink(n(i. /) — maxi(n(i, i) :;g



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

HD mit rationalen Reihen liber tropisch Z kodiert:

HD = Sumy ® Sumy ® Sumz ® Sumyg ® Sums ® Sumg
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Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

HD mit rationalen Reihen liber tropisch Z kodiert:
HD = Sumy ® Sumy ® Sumz ® Sumyg ® Sums ® Sumg

Wie man sofort sieht, gilt (HD|w) = —1, wenn w ¢ C. (Sums)
Ausserdem ist (HD|w) immer negativ, wenn w € C.

Weiterhin (HD|w) > 0 <= (HD|w) =0
< (Sumilw) =0 Vk e {1,...,6}A\we C
= w = w(xy)



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

i=1

yli ) ()’ Z)y X3 X4

i

p .
_ZM) 0y,
i=1

Z ‘X,Ei) — x,(j)‘ = (HD‘W(Q))

(ij,k,NEV



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Die diophantische Gleichung HD hat also genau dann eine Ldsung
in positiven natiirlichen Zahlen (ohne 0), wenn Jw € A* mit
(HD|w) > 0.
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Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Die diophantische Gleichung HD hat also genau dann eine Ldsung
in positiven natiirlichen Zahlen (ohne 0), wenn Jw € A* mit
(HD|w) > 0.

Die 0-Reihe ist naturlich rational.

Also ist Locallneq im Allgemeinen uber tropisch Z nicht
entscheidbar.



Unentscheidbarkeit tber tropisch Z

Die diophantische Gleichung HD hat also genau dann eine Ldsung
in positiven natiirlichen Zahlen (ohne 0), wenn Jw € A* mit
(HD|w) > 0.

Die 0-Reihe ist naturlich rational.

Also ist Locallneq im Allgemeinen uber tropisch Z nicht
entscheidbar.

Also ist Eq uber tropisch Z nicht entscheidbar.
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Unentscheidbarkeit (iber dem tropischen Semiring



Unentscheidbarkeit liber dem tropischen Semiring

Nachdem nun mittels des vorher gezeigten die Unentscheidbarkeit
des Gleichheitsproblems iiber tropisch Z gezeigt wurde, reicht es
eine Reduktion von tropisch Z auf den tropischen Semiring M
anzugeben, um die Unentscheidbarkeit tiber dem tropischen
Semiring zu zeigen.



Unentscheidbarkeit tiber dem tropischen Semiring

Seien R und S zwei beliebige Z-rationale Potenzreihen iiber dem
Alphabet A.

Nach Schiitzenberger gibt es also gewichtete Au-

tomaten Ag = (I, i, T) und As = (J, v, F), die R bzw. S erkennen.



Unentscheidbarkeit liber dem tropischen Semiring

Seien R und S zwei beliebige Z-rationale Potenzreihen iiber dem
Alphabet A.

Nach Schiitzenberger gibt es also gewichtete Au-

tomaten Ag = (I, i, T) und As = (J, v, F), die R bzw. S erkennen.

Nun gibt es fiir ein beliebiges k € Z neue gewichtete Automaten
ARk und As k, so dass fiir alle a € A gilt:

pk(a) = (1(a)ij + k)i<ij<m vk(a) = (v(a)ij + k)1<lJSn
m J(k) = (Ji + Kk)i=1,.
i+ K)i=1,..m F(k) = (Fi + k)i=1,



Unentscheidbarkeit tiber dem tropischen Semiring

Es gilt nun:

I(k)pk(w) T (k) = Ip(w) T 4 2k + k|w| und
J(K)vg(w)F (k) = Jv(w)F + 2k + k|w|
Somit folgt sofort: S =T < S, = Ty

wahle k > — min,-d-(,u(a),-d-, V(a),',j, /,', J,', T,‘7 F,)



Unentscheidbarkeit liber dem tropischen Semiring

Die Entscheidbarkeit des Gleichheitsproblems iiber dem tropischen
Semiring M impliziert also die Entscheidbarkeit des
Gleichheitsproblems liber tropisch Z.

Somit impliziert die Unentscheidbarkeit des
Gleichheitsproblems tiber tropisch Z die
Unentscheidbarkeit des Gleichheitsproblems tiber
dem tropischen Semiring M.



Das Resultat dieser Arbeit war eine Uberraschung, da man lange
glaubte, dass das Problem entscheidbar ware.
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entscheidet ob zwei regulare Sprachen (Automaten)
zusammenfallen.



Das Resultat dieser Arbeit war eine Uberraschung, da man lange
glaubte, dass das Problem entscheidbar ware.

Denn im Fall der Wortautomaten gibt es ein Verfahren, das
entscheidet ob zwei regulare Sprachen (Automaten)
zusammenfallen.

Wenn das Alphabet einelementig ist, dann ist das Problem auch
fur Potenzreihen entscheidbar, weil man dieses dann auf das
Schnittproblem von C. Choffrut fiir spezielle rationale Sprachen
zuriickfiihrt.



Vielen Dank fur lhre Aufmerksamkeit.
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